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door P.  SERCU'. 
I. INLEBDING 
De bedoeling van deze teltst is een inzicht te geven in het waarderen 
van opties volgens de logica van het Black-Merton-Scholes-model.  De 
benadering die we volgen is die van het "binomiaal model" dat vooral 
door Cox, Ross, and Rubinstein (1979) is uitgewerkt op  basis van eer- 
der werk van Sharpe (1978) en Rendleman and Bartter (1979). 
Binomiale modellen werden eerst gebruikt in de fysica, door Wie- 
ner en Einstein, als ~noclclleri~lgvan  de  "Browniaanse beweging", d.w.z. 
de lukrake beweging van bijvoorbeeld moleculen, of van stofdeeltjes 
gesuspendeerd in een vloeistof. Aandelenkoersen, en op korte ter- 
ime11-  mijn ook wisselkoersen, gedragen zich ongeveer als een (kknd' 
sionale) Browniaanse beweging, en de Einstein-Wiener-1vis1t~111cIe  weld 
om die reden door Merton ((1971), (1973)) binllcngebracht in de fi- 
nanciele literatuur, naar aanleiding van zijn her-afleiding van het Ca- 
pital Asset Pricing Model in co~ltillue  tijd. De vereenvoudigende ver- 
onderstelling van het binoiniale model is dat een stofdeeltje (of, in 
eel1 financiele context, de aandelenprijs of wisselkoers) in elke pcrio- 
de ofwel een stap stijgt, ofwel een stap daalt, en dat de richtiilg van de 
verandering onafhankelijlt is van de vorige verandering(en). Dit "of- 
we1 +l,  ofwel -1"-gedrag  op een diskrete tijds-as lijkt op het eerste 
zicht niet erg realistisch, maar als je de periodes erg kort neemt en de 
sprong-grootte overeellltoinstig inltriinpt, wordt in de limiet hct gc- 
volgde pad continu, en ligt voor om het even wellte horizo~l  het eind- 
punt normaal of lognormaal verdeeld relatief iegenover het beginpunt. Black-Scholes (1973) en Merton (1973) waardeerden opties ver- 
trekkende van de stochastische differentiaalrekening die volgt uit de 
lilniet van het binomiaal proces. Cox, Ross en Rubinstein (1979) daar- 
entegen waarderell eerst opties binnen een binomiaal model in dis- 
crete tijd, en nemen pas daarna de limiet. Hun eindpunt voor Euro- 
pese opties is hetzelfde als bij Black, Merton, en Scholes, maar hun 
redenering is veel gemakkelijker te volgen -  tenminste op de laatste 
limiet-stap na, die overigens voor de gewone gebruiker overbodig is. 
De binomiale oplossillg is bovendien ook bruikbaar bij het waarde- 
ren van Amerikaanse opties, waarvnor gee11 echt analytische oplos- 
sing bestaat, en kan beschouwd worden als een soort numerieke op- 
lossingsmethode van de Black-Merton-Scholes differentiaalvergelijking. 
Dit artikel biedt alleel1 eel1 inleiding tot deze literatuur en is geba- 
seerd op Hoofdstuk 6 van Sercu en Uppal (1995), waar heel wat tech- 
nische details verder opgevuld worden. De tekst is als volgt gestruk- 
tueerd. Eerst leggen we, vanuit verschillende gezichtshoeken, de ar- 
bitrage-logica uit die aan de basis ligt van het binomiaal model, door 
een call te waarderen die vervalt na de eerste periode. In Afdeling I11 
wordt het binomiaal proces over meerdere periodes voorgesteld. Af- 
deling IV beschrijft de  werking van "dynamisch indekken" in een twee- 
periodeprobleem. Uitbreidingen naar meer-periode opties, puts, po- 
wer-opties, Amerikaanse en Bermuda-opties, en aandelenopties vol- 
gen in Afdeling V. 
11.  DIE LOGICA VAN BINOMIALE OPTIEPRIJSMODELLEN 
De binomiale logica kan uitgelegd worden vanuit twee invalshoeken 
-  de "replicatie"-benadering  van Cox, Ross, en Rubinstein, en de "in- 
dek"-benadering van Black-Scholes (1973) en Merton (1973). Repli- 
ceren betekeilt hier "namaken":  we zoeken een combinatie (of "por- 
tefeuille")  van eenvoudige activa die net dezelfde slotwaardes ople- 
vest als de oprie, en die eenvoudig te waarderen is; in de afwezigheid 
van arbitragemogelijkheden moet de optie dan dezelfde huidige markt- 
prijs hebben als de replicerende portefeuille. Bij de "indek"-benade- 
ring daarentegen elimineren we eerst de onzekerheid over de slot- 
waarde van de optie, en waarderen we vervolgens de (risicovrije) in- 
gedekte optie. De waarde van de optie zelf volgt dan uit de opsplit- 
sing van de waarde van de ingedelite optie in twec componenten: de 
kostprijs van de indekking, en het residu, met name de  waarde van de 
optie. Zoals in vrijwel de gehele financiele literatuul-,  wordt in het basis- 
model aangenomen dat de financiele marltt perfect is: 
Verorzderstellirzg 0: Markten zijn perfect. Er zijn geen  trarzsnctiekosten, 
geen nzarges tussen leerz- erz  beleggingsrentes, geerl  belastzngen (of' al- 
tlzans geerz fiscale ducrinz  ina  tie t~lssen  ren  te er? koers~~emnderzngerz);  er2 
elke beleggel-  kan I?arzdelerz aun  de  vzgerende ~narktprijs  zonder die te bein- 
vloeden. 
Qua Iiquiditeit en transactieitosten liggen wisselmarkien dicht bij 
de perfectie, zeker in vergelijking met de aandelenmarkten. Dit is e6n 
reden waarom het model hier aangepakt wordt vanuit valuta-opties 
eerder dan (zoals bij Black-Merton-Scholes) vanuit aandelenopties. 
Voor het uitleggen van de optie-logica zijn valutamarkten zijn echter 
vooral interessanter om een pedagogische of conceptuele reden: in 
de wisselmarkt bestaat een goed functionerende termijnmarkt, met 
een brede waaiei-  van looptijden. In de oorspronkelijke afleiding woi-dt 
indekking of replicatie uitgevoerd in de contantmarkt -  het enige type 
markt voor aandelen dat beschikbaar is in de VS -  maar zowe!  de re- 
denering als de interpretatie worden heel wat transparanter als we ter- 
mijncontracten ltunnen gebruiken. Vandaar dus onze keuze voor de 
wisselmarkt als uitgangspunt. De  wisselkoels die we bekijken is bij ver- 
onderstelling een zuiver lukraak-vlottende koers, niet een koers die 
beweegt binnen een nauwe bandbreedte (zoals het klassieke EMS) 
of sterk aangetrokken wordt door een centrale waardc, zoals het hui- 
dige EMS. 
De conveiltie in dit artikel is dat S, wijst op een kontant-wissel- 
koers (spot rate) of een aandelellprijs (stock price), en F, op een ter- 
nlijnprijs Cfoi-ward  rate)'. Allc rentevocten (r  voor de binnenlandse, 
r* voor de buitenlandse) zijil te interpreteren als eenvoudige percen- 
tage verschillen tussen begin- en slotwaarde in de beschouwde perio- 
de, zonder annualizatie. Die rentevoeten moet je  dus eerst bereke- 
nen uit de  per annum interestvoet voor de relevante looptijd. 
We vertrekken van een eenvoudig voorbeeld. De huidige tijd is "0", 
en de optie veivalt op tijdstip 1, e6n periode later. We beltijlten eel1 
call  op 6611  DEIVI, met als thuislnunt  de ITL en uitoefeningsprijs 
X=  1050 lire per DEM. De huidige koel-s is 1000 ITL. De risicovi-ije 
rente over de periode, tenslotte, is 5% voor de ITL, en 3.9604% voor 
de DEM -  een rentevoet die gekozen is orn een handelbare termijn- 
koers op 66n periode op te leveren: 1+r  -  1.05 
F,,  = S]  - 10oO 1.039604  =  1010. 
Vanuit het huidige niveau (1000 ITL) kan de lcoers ofwel stijgen naar 
1100, ofwel dalen naar 950. Onmiddellijk daarna vervalt de optie. Fi- 
guur 1  toont de overeenkomstige binolniale "boom", en geeft ook met- 
een de slotwaardes van de optie (met uitoefeningsprijs X=1050): 
e  als de koers 1100 is, da~i  is de call 50 waard, 
als de koers 950 is, dan is de call waardeloos. 
FIGUUR 1 
exchange rates  call value 
/  up :  S, *= 1,100  C," = 50 
S,=  1,000 
l  down :  Sld=  950  C,,  = 0 
Het zal nuttig blijken die gegevens ook grafisch voor te stellen (Fi- 
guur 2). De  horizontale as toont de  mogelijke wisselkoersen op ogen- 
blik 1,  en de  vertikale as de overeenkomstige waardenvan de aankoop- 
optie. De twee mogelijke uitkomsten zijn door punten aangeduid, en 
doorheen die twee punten trekken we een rechte, die we de exposure- 
rechte noemen. De helling exvan, de exposure, is gelijk aan 113: 
L  - C,(, -  50-0  exposure  =  1,100 - 950 
=  113 
'lu  - 'ld  P) 
FIGUUR 2 In deze afdeling tonen we eerst aan hoe de slotwaardes van de call 
kunnen gerepliceerd (nagebootst) worden in de termijn- en geldmarkt. 
Daarna rekenen we uit hoeveel de replicerende portefeuille ons kost. 
Tenslotte roepen we, om de optieprijs te vinden, de Wet der Identie- 
ke PI-ijs  in -  twee activa die onder alle omstandigheden identielie toe- 
komstige slotwaarden opleveren moeten ook dezelfde beginwaarde 
hebben. 
Uit Figuur 2 volgt dat we de slotwaardes van de call, [50 als S, =  11001 
en [O  als S, = 9501, kunnen nabootsen door de volgende portefeuille 
te vormen: 
een termijnaankoop van 113 DEM aan de normale termijnkoers, 
F,  = 1010; en 
e  een deposito in thuismunt (ITL) met slotwaarde 20 op ogenblik 1. 
Dit  werkt  als  volgt.  De slotwaarde van  de termijnaankoop  is 
113 [S, -  10101, d.w.z. een rechte met helling 113 die de S-as kruist bij 
S, = 1010. Het toevoegen van het deposito verhoogt de totale slot- 
waarde met 20 in alle omstandigheden, wat grafisch overeenkomt met 
het omhoogschuiven van de rechte tot ze inderdaad sainellvalt met 
de exposure-lijn. We kunnen narelienen dat de portefeuille de call re- 
pliceert -  althans voor de twee wisselkoersen die mogelijk zijn: 
e  als S, = 950, levert de termijnaailkoop (113)  X  (950 - 1010) = -20 
op, het deposito 20, en de totale portefeuille dus 0, net zoals de 
optie; 
e  als S, = 1100, levert de termijnaankoop (113) X  (1100 - 1010) = 30 
op, het deposito 20, c11 de totale portefeuille dus 50, net zoals de 
optie. 
In de tweede stap berekenen we hoeveel die replicerende porte- 
fueille ons kost op ogenblik 0. De termijnaankoop is gratis"  ddus  is de 
enige werlielijke uitgave het aanleggen van het deposito. Aangezien 
deze belegging een slotwaarde van 20 moet hebben en de risicovrije 
rente 5% per periode bedraagt, is de vereiste belegging gelijk aan 
19.05: 
20 
initiele belegging  = --  1.05 
=  19.05 De derde stap in de redeilering is dat de call ook 19.05 moet kos- 
ten, dit omwille van de Wet del-  Identieke Prijs. Meer bepaald zou elke 
afwijking leiden tot arbitragemogelijkheden: 
c  als de aailkoopoptie mker zou kosten, bijvoorbeeld 19.4, dan koop 
je de replicerende portefeuille aan (tegen 19.05) en  je verkoopt een 
call (tegen 19.4),  wat je netto 19.4 -  19.05 = 0.35 oplevert. Omdat 
op ogeilblik 1  de portefeuille altijd in staat is oil1 perfect de poten- 
tiele schuld uit de optie te voldoen, is er geen enkele netto kas- 
stroom meer in de toekomst, en is de netto instroom van 0.35 dus 
eel1 zuivere geldmachine -  wat ie rrlooi ib om waai Le  ~ijn:  massale 
arbitrage moet het prijsverschil tussen de optie en haar repliceren- 
de portefeuille onmiddellijk opheffen; 
*  als de call daarentegen minder kost, bijvoorbeeld  18.80, dan vev- 
koop je de replicerende portefeuille:  je leent 19.05 aat 5% en  je ver- 
koopt 113 DEM op termijn. De schulden uit de lening en de ter- 
mijnverkoop worden geheel en a1 gedragen door de opbrengst van 
de call; dus steek je volledig "gratis" 0.25 op zak, te weten het netto 
resultaat van 19.05 (de opbrengst van de lening) minus 18.80 (de 
kostprijs van de optie). Zulke geldmachines zijn weer te mooi om 
echt te kunnen bestaan. 
B. De indekbenadeving 
In een 6th-periode binomiaal model komt de Black-Merton-Scholes 
crop neer dat een op dc termijnmarkt ingcdekte call gewaardeerd 
wordt, in plaats van de call zelf. Dit is handig onldat (a) het waarde- 
ren van een risicovrije portefeuille (zoals de ingedekte call) erg een- 
voudig is, en (b) de niet-ingedekte call evenveel kost als de ingedelt- 
te, omdat termijndekking gratis is. 
In wezen is dit verhaal gcwoonweg het omkeren van replicatie. We 
zagcn daarnet dat er een tcr~nijntransactie  cn ccn deposito bcstaan 
zodat, op ogenblik 1, 
deposito, + terinijnaanltoop, = callwaarde,.  (4) 
Wat Black en Scholes (1973) of  Merton (1973) doen is een siinpele 
herschiltking hiewan: 
deposito, = callwaarde, -  termijnaankoop,.  (5a) 
of 
deposito, = callwaarde, + termijnverkoop,.  (5'3) In woorden uitgedrukt: er bestaat een termijnverkoop die zorgt dat 
de call omgevormd wordt tot een risicovrije belegging. We kunnen in- 
derdaad de call indekken door 113 DEM op termijn te verkopen: 
als S, = 1100, dan levert de termijnverkoop 113 [l010 - 11001 = -30 
op, en de call 50; dus is de ingedekte call 20 waard; en 
e  als S, = 950, dan levert de termijnverkoop 113 [l010 - 9501 = 20 op, 
en de call 0; dus is de ingedekte call weer 20 waard. 
Kortom, de ingedekte call heeft een risicovrije slotwaarde, 20. 
Grafisch werkt dit als volgt. De termijnverkoop van 113 DEM  heeft 
een slotwaarde van 113 [l010 -  S,], wat neerkomt op eel1 rechte met 
helling -113.  De exposure van de call is +113. Als we die twee rechtes 
bij elkaar optellen, dan krijgen we een rechte met helling nu1 -  een 
risicovrije slotwaarde, die blijkbaar 20 bedraagt. 
FIGUUR 3 
Oindat de ingedekte call een risicovrije waarde (20) heeft op ogen- 
blik 1,  kan die ingedekte call op ogenblik 0 slechts e6n mogelijk markt- 
waarde hebben: 
20 
inarktwaarde van de ingedekte call op ogenblik 0  = ---  l .05 
=  19.05. Als dit niet zo is, dan is er weer een arbiti-agemogelijkheid. Stel dat 
de ingedekte call 18.00 kost; dan leen je massaal (aan 5%), en je koopt 
de ingedekte call, en je krijgt een risicovrij rendement van (20-1S)IlS 
= 11.11%,  wat te inooi is om waar te zijn. Of als de ingedekte call 19.40 
waard is op de markt, dan schrijf je  calls uit, en je  dekt ze in; de on- 
iniddellijke opbrengst is dan 19.40, en de (gekende) uitstroom op 
ogenblik 1 is 20, wat een risicovrije leenrentevoet van (20-19.40) 
19.40 = 3.10% impliceert -  minder dan de rente die je  krijgt op een 
risicovrije belegging, en dus weer te mooi om waar te zijn. 
We weten dus dat de ingedekte call 19.05 moet kosten. 'We  weten 
ook dat de waarde van de call zelf gelijk moet zijn aan de waarde van 
de ingedekte call, omdat de termijndekking niets kost. Kortom, de enig 
mogelijke callprijs op ogenblik 0 is 19.05. 
Het eigenaardige van bovenstaande waarderingsinodellen is dat we 
blijkbaar de call ltunnen waarderen zonder te weten wat de kans is 
dat de koers stijgt of daalt, en zonder te weten wat de vereiste return 
op de belegging is rekeniilg houdend met het risico. In deze afdeling 
tonen we aan dat beide stukken informatie -  de kans van een stijgi~lg 
of daling, en de vereiste risico-correctie -  a1 implicit verborgen zitten 
in de termijnkoers, 1010. Dit inzicht laat ons toe het replicatie- of in- 
dek-argument economisch te interpreteren. 
1. De termijnltoers als de vooi- 1-isico gecorrigeerde 
verwachte waarde 
Een termijnkoers kan gelnterpreteerd worden als een soort venvach- 
te waarde gecorrigeerd voor alle risico's die de markt belangrijli vindi. 
Dit kan als volgt aangetoond worden. Stel dat je  een kasstroom ver- 
wacht van ken eenheid valuta. In principe kan je  de huidige waarde 
(HWJ hiervan bepalen door de verwachte toekomstige waarde van 
die betaling, E,,(s,),  te disconteren aan een rentevoet E,,@,) die een 
correctie inhoudt voor alle relevante risico's van de positie -  bijvoor- 
beeld het beta-risico, in het Capital Asset Pricing Model. Kortom, ken 
manicr om de huidige waarde te berekeilen is Je kan echter ook de positie indekken; en olndat het termijslcontract 
een initigle marktwaarde van 11~11  heeft, is de ingedekte eenheid va- 
luta evenveel waard als de niet-ingedekte eenheid. Het waardere~lvan 
de ingedekte positie is eenvoudig: omwille van de termijllverkoop rea- 
liseer je eel1 risicovrije opbrengst gelijk aan de termijnkoers, en de ge- 
paste discoslteringsvoet voor risicovrije posities is de risicovrije rente, 
I-. Kortoin, het alternatief bestaat erin de toeliornstige eenheid valuta 
te waarderen als 
F0  NW,, = -  l+?.'  (8) 
Natuurlijk kan er op elk gegeven ogenblik maar e6n correcte huidige 
waarde zijn. Gelijkstelling van vergelijlcingen (7) en (8) levert 
Bekijk nu beide zijden van (9). Aan de linkerzijde vertrek je van de 
venvachte toekomstige waarde (in de teller), en corsigeer je voor on- 
zekerheid in de noemer: E,(R,) is de  risicovrije rentevoet plus de  ver- 
eiste risicopremie. Aan de rechterzijde daarentegen wordt blijkbaar 
gedisconteerd aan de risicovrije rente, r. Aangezien beide benaderin- 
gen correct zijn, kan dat alleen betekenen dat, aan de rechterzijde, 
de risico-correctie a1 in de teller gebeurd is. Met andere woorden, de 
termijnkoers moet inderdaad de verwachte waarde zijn gecorrigeerd 
voor alle relevante risico's. Ecn synoniem voor "de verwachte waarde 
zijn gecorrigeerd voor risico" is "het zekerheids-equivalent" -  het ge- 
kende bedrag dat dezelfde waarde heeft als de onzekere opbrengst. 
Stellen we een voor risico gecorrigeerdc verwachte waarde voor door 
EL(.),  dan ltunnen we ons besluit als volgt formulel-en: 
F,  = E;  (S,) = de voor risiko gekorrigeerde verwachte waarde 
= het zekerheidsequivaleilt van S,.  (10) 
2.  Re'interpretatie van het replicatie- of 
indekmodel. 
De iilterpretatie van een tei-mijnkoers als een voor risico gecorrigeer- 
de veswachte waarde geldt altijd, en hangt dus niet af van een soort 
CAPM of  binomiaal model. Binnen het binomiaal inodel laat die ei- genschap van termijnkoersen ons we1 toe het replicatie- or indek-ar- 
gunlent te rei'nterpreteren op een intuitief aantrekkelijke wijze. 
Laat ons vertrekken van een gewone velwachte waarde, in het nu- 
merisch voorbeeld van daarnet. Gegeven dat er op ogenblik 1 maar 
twee lnogelijke koersen zijn, 1100 of  950, is de verwachte waarde be- 
paald door de kansp dat de koers stijgt: 
E,  (S,) =  p  X  1100 + (l  -p)  X  950  (11) 
Cc  tcrmijnkocrs is, zoals wc wetcn, ccn voor risico aangcpastc ver- 
wachte waarde of zekerheids-equivalent. Nu is er in bovenstaande uit- 
drukking slechts Cen pal-am et er:^; dus kan risico-correctie alleen ge- 
beuren door p op een of  andere manier te corrigeren. Met andere 
woorden, binnen een binomiaal model moet de formule voor de risi- 
CO gecorrigeerde verwachte waarde van de volgende vorm zijn: 
waarin q de voor risico gecorrigeerde kans is van een stijging. Er be- 
staat een uitgebreide theoretische literatuur die uitlegt hoe q moet 
bepaald worden in functie van p en andere economische variabelen. 
Voor onze doelstellingen is het echter niet nodig te begrijpen hoe de 
markt q vastlegt. Het enige wat wij voor optiewaardering nodig heb- 
ben is de waarde van q;  en die waarde kan afgeleid worden uit de ter- 
mijnkoers. In ons cijfe~voorbeeld  is E~(s,)  gelijk aan 1010, de ter- 
mijnkoers. Dit gegeven laat ons inderdaad toe af te leiden welke waar- 
de van q de markl impliciel gebruikt: 
Daaruit volgt: 
Deze oplossing heeft een handige grafische interpretatie (Figuur 
4). In de teller staat de afstand tussen de termijnkoers (1010)  en laag- ste waarde van de wisselkoers (950); en die afstand wordt gedeeld door 
de totale afstand tussen de hoge uitkomst (1100) en de lage (950). Ligt 
de termijnkoers dus dicht bij de bovenwaarde, dan is de (voor risico 
aangepaste) ltans van een stijging dicht bij CCn. Ligt de termijnkoers 
daarentegen dicht bij de benedenwaarde, dan is g  dicht bij nul. 
FIGUUR 4 
Deze informatie laat ons toe ook voor de optie de voor risico aan- 
gepaste veiwachte waarde te berekenen. In dit binomiaal model is er 
inderdaad een 66n-tot-ken verband tussen de wisselkoers en de  waar- 
de van de call op ogenblik 1: de call is 50 waard als, en alleen als, de 
wisselkoers 1100 is; en de call is 0  waard als, en alleen als, de wissel- 
koers 950 is. Omdat de gebeurtenis S,  =l100 dezelfde is als de ge- 
beustenis C,  =50, en de gebeurtenis S, =950 dczelfde als de gebeur- 
tenis C,=@ is het logisch dat de zekerheids-equivalenten van S, en 
C, gebaseerd zijn op dezelfde risico-gecol-1-igeerde  kansen. ICortom, 
(Herinner je  dat 20 ook de slotwaarde was van de ingedekte call, 
zoals de terinijllkoers ook de slotwaarde is van een ingedekte een- 
heid valuta.) Nu we de voor risico gccorrigeerde verwachte waarde 
gevonden hebben van de call, is het een koud kunstje de marktwaar- 
de te berekenen. Immers, als de venvachte waarde a1 aangepast is voor 
onzekerheid, kan men gewoonweg disconteren aan de risicovrije ren- 
tevoet S, die hies 5% bedraagt: Tabell  vat deze interpretatie van het replicatie- of indekmodel samen. 
TABEL l 
Kinomiale waarderingsprocedwe: 
i)  Lcici iiz voo~  ~ribii~o  aangcp;islz I;ail~  hi. ~j.  die vcrbo~gcn  zil in dc tcrminkocrs: 
1  ii)  Bereten l~icrmee  het zcl~crieids-equivalent  van de optii: 
E'(c,)  =  X  C'  t (1 - 4)  X  C ,,(, 
0 
iii)  Disko~lteer  deze waarde aan de risicovrije rcntevoet: 
Dit levert voldoende inzicht ill de "arbitrage-vrije" logica van het 
biomiaal model. In de  volgende afdelingen breiden we toepassing uit 
tot andere soorten opties. Eerst en vooral moeten we echter de ver- 
onderstelligen van het meerperiodemodel begrijpen. 
III. NOTATIE AND VERONDERSTELLINGEN VAN WET 
BINOMIAL MODEL OVER MEERDERE PERIODES 
Zoals vermeld in de inleiding wordt een binomiaal proces gebruikt 
om een lukraak proces te benaderen, zoals een aandelenprijs of  een 
zuiver vlottende wisselkoers. De veronderstelling is dus dat de veran- 
dering van deze periode onafhankelijk is van de voorbije veranderin- 
gen. In deze afdeling bekijken we hoe we best een eenvoudige bino- 
miale "boom" kunnen opzetten, en bespreken ook de verdere veron- 
derstellingen van het basismodel. 
A. Het uitbouwen van de binomiale boom 
In het rekenvoorbeeld waren de "opU- en "neerr'-bewegingen  asym- 
metrisch, zowel in absolute als in percentage-termen: de stijging was +  100 (+  10%), de daling was -50  (-5%).  Het is gebruikelijk (alhoe- 
we1 niet essentieel voor de logica) oin de "op" en "neer" bewegingen 
symmetrisch te nemen. Meer cruciaal is de vraag of  we, in een meer- 
perioden-context, de boom "additief" da11 wel "multiplicatief" maken. 
Stel bijvoorbeeld dat het startniveau 100 frank is, en de koers na 
eiin sprong ofwel 110 ofwel 90 kedraagt. In eel1 additieve boom be- 
houden we voor de daaropvolgende periodes telkens dezelfde stap- 
groottes in franken, dwz -t  10 frank. Dit leidt tot een boom als in de 
linlterzijde van Figuur 6. In een multiplicatieve boom daarentegen 
werkcn we met constantepei.ce~ztage  veranderingen, dwz. altijd -t 10%. 
Dit: Ieidt tot een boom als getoond in de rechterzijde van Figuur 6. 
FIGUUR 5 
additieve boom  130  rnultiplikatieve boom  133.1 
120  121 
110  110  110  108.9 
100  100  100  99 
90  90  90  89.1 
80  8 1 
717  72.9 
V~6r  we een lteuze maken, bekijken we eerst de verdeling van de 
eindpl-ijs  die tot stand ltomi als we de additieve boom een groot aan- 
tal leer  laten uiideinen. Seellen we de additieve prijsverandering tus- 
sen tijdstippen t en t+  l voor als AS,,,,,;  clan geldt 
Addicief: S,  So + &To, l  + &r1,2  + AS2,3 + .  .  . + &Sn-l  ,n  (17) 
De  eindprijs is dus de so111  van onalikankelijke lotingen met steeds 
dezelfde verdelingsfunctie -  bijvoorbeeld +  10 met kansp, en -10  met 
kans (l-p). Uit de centrale Limietstelling  volgt dan dat de gemiddelde 
prijsverandering, na een groot aantal stappen, (Gaussiaans) normaal 
verdeeld is. ICortom, de additieve boom leidt tot nornlale verdelin- 
gen. Bij de multiplicatieve boom krijgen we uiteraard een ander re- sultaat. Stellen we de percentage prijsveranderingen tussen ogenblik- 
ken t en t = l voor door AS,.,, ,,S,,  dan geldt 
*so  1  1 +*h  X  ,,,X  Multiplikatief: S,  = So X  1  + -  *S"-[  n  (  )  (  SI )  [l 
+
 S]  t18) 
Omdat het hier om producten gaat, kunnen we hier de Centrale 
Limietstelling niet toepassen, want die spreekt over sommen. Het is 
echter eenvoudig een  vermenigvuldiging om te vormen tot een som - 
neem gewoon logaritmes. Dan krijg je 
Met andere woorden, in een multiplicatieve boom is het logaritme 
van de eindprijs gelijk aan de som van meerdere onafhankelijke lo- 
tingen uit dezelfde verdeling -  bijvoorbeeld ln(l.lO) = 0.0953 met 
kansp, en ln(0.9) = -0.1053 met kans (l-p). Dus liunnen we weer de 
Centrale Limietstelling inroepen, en stellen dat de gemiddelde ver- 
andering van het logaritme normaal verdeeld is. ICortom, we krijgen 
nu een normale verdeling voor logaritmes, wat men kernachtiger om- 
schrijft als een lognormale verdeling. 
We hebben daarnet gevonden dat een binomiale boom met con- 
stante opbouw leidt tot een normale of lognormale eindprijs, althans 
in de limiet. In de praktijk beschouw je natuurlijk altijd een eindig aan- 
tal stappen; maar toch krijg je altijd een soort klokvorm, met de meest 
waarschijnlijke uitkomsten rond het midden en met kleinere en klei- 
nere kansen naarmate de uitkomst verder in de  "staartenf'van de  ver- 
delingsfunctie valt. Dit kan als volgt uitgelegd worden. Bekijli bijvoor- 
beeld de boom na twee stappen, en neem aan dat de kans van een stij- 
ging, p, gelijk is aan 0.45. 
Er is slechts ken manier om in de hoogste koers terecht te komen: 
de koers moet twee keer na elkaar stijgen. De kans daartoe is 0.45 
X  0.45 = 0.2025. 
c  De kans om in de laagste koers terecht te komen is analoog 0.55 X 
0.55 = 0.3025, want daarvoor moet de koers twee keer na elkaar 
dalen. 
Je kan ook bij dc middcnste koers geraken, rnaar naai- dit punt lei- 
den twee paden -  ofwel eerst op en dan neer, met kans 0.45 X 0.55 
= 0.2475; ofwel eerst neer en daarna op, met kans 0.55 X 0.45 = 0.2475. Je kan gemakkelijknagaan dat het aantal paden dat naar een "mid- 
delmatige" uitslag leidt altijd groter is. Naar de hoogste prijs na drie 
veranderingen, bijvoorbeeld, leidt slechts 66n pad: op-op-op; lnaar 
naar de op ken na hoogste prijs leiden nu drie paden -  neer-op-op, of 
op-neer-op, of op-op-neer. Het feit dat "middelmatige"uits1agen langs 
veel meer paden bereikt kunnen worden verklaart de klokvorm in de 
waarschijnlijkheidsverdeling. De klokvorm is syminetrisch bij het ad- 
ditief proces. Bij het multiplicatief proces daarentegen is de klok- 
vorm rechts-scheef omdat daar opeenvolgende prijsstijgingen (in fran- 
ken) steeds hoger worden (omwille van returns-bovenop-returns), ter- 
wijl opeenvolgende dalingen steeds kleiner en kleiner worden. 
Nu we implicaties van de alternatieven kennen, vergelijken we kri- 
tisch de additieve boom met de multiplicatieve, om een keuze te kun- 
nen maken: 
Een prijsverandering van bijvoorbeeld k  10  frank per maand is mis- 
schien aanvaardbaar bij een niveau van 100, maar wordt we1 ver- 
dacht klein bij een niveau van bijvoorbeeld 200, en wordt onaan- 
genaam groot bij een niveau als 30. De multiplicatieve benadering 
daarentegen, met haar constante verdeling in terrnen van percen- 
tages, lijkt veel aanvaardbaarder. 
Bij de additieve boom kan de prijs negatief worden, bijvoorbeeld 
als er elf dalingen na elkaar voorkomen. Bij een multiplicatieve 
boom daarentegen zal, zelfs na een oneindig aantal dalingen Inet 
telkens 10%, de prijs nooit helenlaal tot nu1 vallen. Bij aandelen- 
prijzen of wisselkoersen zijn negatieve prijzen duidelijk onzin, dus 
ook die overweging doet 011s weer naar de multiplicatieve boom 
overhellen. 
Als de wisselkoers S additief is, dan is 11s -  dezelfde wisselkoers 
vanuit de andere munt bekeken -  niet meer additief. Als daaren- 
tegen het logaritme van S additief is, dan is het logaritme van 11s 
ook additief'.  Er is bij de lnultiplicatieve boom dus geen kunstma- 
tige asymmetrie in de wisselkoersprocessen naargelang de thuis- 
munt die we kiezen. 
Om die redenen kiezen we voor de multiplicatieve boom eerder dan 
de additieve. In het basismodel worden percentage returns ("op"  of 
"neer")  constant gehouden doorheen de tijd. Voor de eenvoud ver- 
wijst de standaardnotatie niet naar de percentages zelf, maar naar ken 
plus die percentages. Met name wordt 66n plus het "upn-percentage 
voorgesteld door U,  en 66n plus het "downrf-percentage door d. In het rekenvoorbeeld van daarnet, bijvoorbeeld. was LL gelijk aan 1.10 (de 
koers steeg van 1000 naar 1100). en was d gelijk aan 0.95 (de koers 
daalde van 1000 naar 950). 
veronderstelling l:  de birzorniale boom is ~nultiplicatze$  ?net  colzstarzte 
i.eturnfactoren LL en d. 
lirzplicatie van veroorzderstelling l.  Het basismodel postuleert dus een 
constant risico (in percent), dag na dag, of week na week, enz. Als u 
end  constant zijn, kan er dus nooit een crash of een onvelwachte gro- 
te opstoot voorkomen. In de wiskunde van Black-Merton-Scholes 
komt dit overeen met de veronderstelling dat het proces voor S con- 
tinu is (je kan het tijdspad van de koers tekenen zonder ooit je  pen 
van het papier te lichten) en dat de volatiliteit -  de op jaarbasis omge- 
rekende standaard-deviatie van de de verandering van Ins -  constant 
is. Het weg-veronderstellen van crashes of andere schommelingei~  in 
risico betekent een potentieel ernstige tekortkoming van het basis- 
model. 
B.  De rentevoefeiz en de risico-gecorrigeerde kansen 
In het basismodel worden ook de binnenlandse en buitenlandse ren- 
tevoeten per periode, r en r", constant verondersteld. 
V2ronderstelling 2: r erz  r* zijn corzstarzt doorheen de tijd. 
lmplicafie van veronderstelling 2: Als de rente constant is -  bijvocr- 
beeld 0.01% per dag, dit wil zeggen 1.0001365 -1  = 3,72% op jaar- 
basis -  dan moet dc termijnstructuur cier interestvoeten-vlak zijn; aile 
beleggingen op alle looptijden geven dan 3,72% per jaar. Als dit niet 
zo zou zijn, zou er een arbitragemogelijkheid zijn4. 
Een praktisch probleem is dat, aangezien in de realiteit de termijn- 
structuur nooit vlak is, je  nooit weet wat "de"  rentevoet is zoals gc- 
bruikt in het model. Als je  een optie op drie maand inodelleert met 
een boom van 92 dagelijkse veranderingen, vertrek je  dan van de in- 
terestvoet op 3 maand, of  de interestvoet op 66n dag, of  die op 66n 
maand'?  Men kiest doorgaans de eerste oplossing, maar dat is eigen- 
lijk een natte-vinger-keuze. 
lrnplicatie 13aiz  vero~zderstellingen  I  en 2: Gegeven die veronderstellin- 
gen is de voor risico gecorrigeerde kans van een stijging, q, constant doorheen de tijd. Dit kan als volgt aangetoond wol-den. Uit vergelij- 
king (a) in Tabel 1  weten we dat, in het eh-periodemodel  q gegeven 
is door 
Nu kunnen we S,,,,  en S,,,  schrijven als, respectievelijk, S, X  LL  en 
S,, X  d. De terinijnkoers voor 6611 periode is anderzijds gegeven als 
F,, = S,, (1  +r)/(l  +r '-1. Dus kan je q herschrijven, el:  vervolgens ver- 
eenvoudigen, als volgt: 
l+r 
Sow-  is,,  X  U) 
=  (S,  x U)  -  (S,  X d)  (21) 
Als de rentevoeten en de U- en d-factoren constant zijn, dan is dus 
ook q constant. Met andere woorden, dit model verwaarloost alle 
schommelingen in q die tot uiting komen in veranderingen in de  vola- 
tiliteit (U end) en de rentevoeten (r  en 
Veronderstelling 3: S, X d < F, < S, X  LL. Deze veronderstelling konzt ei- 
genlijk neer op het uitsluiten van arbitragewinsten. In een binomiale we- 
veld moef  de termijnkoers altijd tussen de hoge en lage wisselkoers moet 
liggen, anders heb je  arbitragenzogelijkheden. Als bijvoorbeeld de twee 
mogelijke koerserz 1100 en 950 zijn, en als de teruuzijnkoers 900 zou be- 
dragen, dan ZOLL  je  op termijn Icunnen lcopen en zonder initiele investe- 
ring een winst binnenrijven van minstens 50 en misschien we1 200. 
Implicatie van veronderstelling 3:  Uit veronderstelling 3 en vergelij- 
king (20) volgt dat q altijd tussen 0 en 1 ligt. Dit is uiteraard een wen- 
selijke eigenschap voor een probabiliteit, of ze nu voor risico gecor- 
rigeerd is of niet. Een aspect dat we hier niet uitwel-ken is hoe je  LL en d kiest. De pro- 
cedure bestaat erin dat je eel-st vooropstelt welke standard-deviatie 
het logaritme van de koers moet hebben op de vewaldag. Vervolgens 
kies je  hoevcel deelperiodes je wil in binllen de totale looptijd -  bij- 
voorbeeld 100, of  150. Er bestaan dan fol-mules die toelaten om, ge- 
geven het aantal stappen, de gewenste standaard-deviatie voor de slot- 
koers te vertalen naar een overeenkomstige waarde van L[  en d. 
IV.  DE 2-PERIQDE EURQPESE CALL EN HET PRINCIPE 
VAN DUNAMISGM INDEKKENIREPLICJEREN 
Een duidelijk bemaar tegen het een-periodemodel is de veronder- 
stelling dat de wisselkoel-s op de vervaldag slechts twee mogelijke 
waarden kan aannemen. Het zou beter zijn een rijkel-e verdeling te 
hebben, met veel meer mogelijke slotwaarden. Dit bereik je natuur- 
lijk door de boom meerdere periodes te geven, zoals net uitgelegd 
werd in afdeling 111. Door een wisselkoers op bijvoorbeeld di-ie  maand 
te modelleren als het 1-esultaat  van 92 dagelijkse binorniale verande- 
ringen, heb je a1 93 mogelijke slotkoersen. Dat is nog altijd een stuk 
minder dan wat er in de realiteit kan gebeuren, maar is we1 een dui- 
delijke vooruitgang tegenover het 6611-pel-iodemodel. 
We behandelen in deze afdeling een twee-periodenprobleem, wat 
genoeg is om de logica van rneer-periode-modellen te vatten, en we 
werlten met de multiplicatieve boom uit Figuur 5. Het relevant stuk 
van de  boom, de eerste twee periodes, is voorgesteld in Figuur 6. Ons 
wordt gevraagd de prijs te vinden van een call die vervalt na de twee- 
de prijsverandering en een uitoefeningsprijs van 95 heeft. 
FIGUUR 6 In de rechtergrafiek van Figuur 6 zie je duidelijk dat de drie nloge- 
lijke punten niet meer op eh  rechte liggen. Dat betekent dat je  de 
twee-periode-optie niet kan indekken of  repliceren met ken lineair 
instrument (zoals een termijncontract over twee perioden). Het pro- 
bleem wordt we1 oplosbaar als een bijkomende vero~lderstelling  ge- 
maakt wordt: 
Veronderstelling 4: Op elke tzrssentijdse dntunz kunnerz de beleggers ge- 
lijk welke  financiele velriclzting doen die nodig is on2 over e'e'n periode in 
te dekkei~  of te ~epliceren. 
Dit lijkt op  het eerste zicht niet controversieel, maar wordt we1 con- 
ceptueel problematischer als je, zoals Black-Merton-Scholes, de li- 
miet neemt waarin het aantal periodes oneindig groot wordt en de 
lengte van elke deelperiode dus oneindig klein: dan wordt de veron- 
derstelling dat het continzl mogelijk is verrichtingen toe doen voor on- 
eindig korte periodes. Dit ltlinkt echter erger dan het lijkt, orndat in 
de praktijk een dagelijkse indekking meestal zeer behoorlijk werkt. 
Met behulp van Veronderstellingen 1  tot en met 4 kunnen we de 
optie waarderen door een reeks opeenvolgende indek- of replicatie- 
operaties te doen telkens over kkn deelperiode in plaats van e6n ope- 
ratie over de gehele looptijd. Dit werkt als volgt. Stel dat de binnen- 
landse rente 5% beloopt, en de termijnfactor (l+r)l(l+r'"  gelijk is 
aan 1.02. Met behulp van u=1.1, d=0.9, en formule (22) vind je dan 
We vinden de huidige prijs door eerst te kijken wat de optie kan 
waard zijn op ogenblik 1. Die tussentijdse waarde hangt natuurlijk af 
van de ltoers op dat ogenblilt. De redenering werkt als volgt: 
s Stel dat je, op tijdstip 1, lnerkt dat de koers 110 is. Dan zijn er daar- 
na nog slechts twee mogelijlie koersen: 99 of 121. Dit plaatst ons in 
een ken-periode-probleem, waarin we de optie kunnen waarderen 
als de gedisconteerde gewogen vcrwachte waarde van de overeen- 
komstige call-waardes 6611  periode daarna: Als je in die situatie de optie wil indekken, dan werk je met een ter- 
mijnverkoop van 66n eenheid valuta, want de exposure is dan 
Stel daarentegeil dat je, op tijdstip 1, merkt dat de koers 90 is. Dan 
zijn er daarna nog slechts twee mogelijke koersen: 99 of  81. Dit 
plaatst 011s weer in een 6%-periode-probleem,  met als resulteren- 
de callprijs 
Als je in die situatie de optie wil indekken, dan werk je met een ter- 
mijnverkoop van 0.21 eenheden valuta, want 
Nu zijn we oslt in staat de prijs op ogenblik 0 te vinden. Inderdaad, 
op het einde van de eerste periode zijn slechts twee koerseil moge- 
lijli, 110 of 90, en de overeenkomstige waardes van de  optie zijn ge- 
ltend: die hebben we net berekend als, respectievelijli, 16.38 en 2.19. 
Dit plaatst 011s  tcrug in ceil twee-punten-probleem,  waar we cle op- 
tie kunnen indekken op basis van de exposure, 
Aangezien we kunnen indekken (of repliceren), geidt nog steeds de 
basismethode, waarbij je  de gedisconteerde gewogen verwachte 
waarde berekent van de overeenkoinstige call-waardes 6Cn perio- 
de daarna: ICortom, je  hakt het twee-periode-probleem in 6kn-periode-deel- 
problemen die elk op zichzelf oplosbaar zijn zoals sarnengevat in Ta- 
be1 1. Je begint in de laatste periode, en je werkt terug in de tijd tot je 
in op tijdstip O kon~t.  Als je  (als schrijver van de optie) je wil indek- 
ken, bereken je  bij het begin van elke periode de nieuwe exposure, in 
het licht van de recentste informatie, en je past je  termijnpositie tel- 
ltens aan aan de nieuwe marktomstandigheden. Hoe dieper de call in- 
the-money geraakt, des te groter wordt je termijnverkoop-positie, en 
omgekeerd -  vergelijk (25b), (25b), en (26b). Dit noemt men dyna- 
misch indekken, of delta-hedging. 
Delta-hedging werkt perfect -  als tenminste de veronderstellingen 
van het model voldaan zijn. In de praktijk kan er echter heel was mis- 
lopen: 
We weten dat, in realiteit, de wereld niet binomiaal is: zelfs over 
een zeer korte horizon zijn meer dan twee koersniveaus mogelijk. 
Gelukkig is dit niet noodzakelijk een groot probleem, want de re- 
denering draait niet zozeer om het bestaan van slechts twee toe- 
standen in de volgende periode, maar we1 om de veronderstelling 
dat, in de ltorte termijn (binnen de binomiale periode), het ver- 
band tussen optieprijs en  wisselkoers vrijwel lineair is en dat de op- 
tie dus goed ingedel<l/gerepliceerd  lean worden met lineaiie instru- 
menten zoals termijncontracten. Die bijna-lineariteit gaat goed op 
zolang de indekkingshorizon kort is (bijvoorbeeld 66n dag) en de 
koersverandering niet te groot is. 
Dit laatste brengt ons tot de veronderstelling van dc afvvezighcid 
van crashes of  andere abnormaal-grote sprongen. Grote verande- 
ringen in de wisselltoers betekenen dat een lineaire indekking slecht 
werkt; vandaar dat het nuttig is delta-hedging aan te vullen  net 
"gammau-hedging, die beter bescherming biedt tegen de effecten 
grote sprongen7. 
Even belangrijk is de  verondelsteiling van constanle parameters (11, 
d,  v,  v ). Stel dat je de berekeningen in vergelijkingen (24)-(26) uit- 
gevoerd had, en dat je dus een optie geschreven had aan C,, = 10.23, 
ingedekt door een terlnijnverkoop van initieel0.705 eenheden.  Deze 
indekking anticipeert (en beschermt tegen) optieprijzen van, res- 
pectievelijk, 16.38 en 2.29, naargclang de koersevolutie. Als tegen 
periode 1  echter de onzckcrlicid (il cn d) of  dc rentcstand (v of  r.") 
onverwacht veranderd is, dan zullen de optieprijzen niet gelijk zijn 
aan 16.38  of 2.29, en dan schiet je zorgvuldig-bedoelde delta-indek- king tekort. Elk model is slechts zo goed als zijn veronderstellin- 
gen. Vandaar de nood aan algemenere modellen die rekening hou- 
den met, en indekken tegen, onzekerheid over de rentevoeten en, 
vooral, de volatiliteit. 
Een verdere bron van problemen is de veronderstelling dat de in- 
dekker altijd onmiddellijk kan (ver)kopen aan de vigerende markt- 
prijs, zonder die marktprijs te belnvloeden. Delta-hedging bete- 
kent echter dat optieschrijvers allemaal tegelijk kopen na een ltoers- 
stijging en  verkopen na een koersdaling, wat kan betekenen dat de 
prijzen we1 degelijlt bei'nvloed zijn en alle delta-hedgers de prijzen 
blijven achternahollen. In dunne markten (bijvoorbeeld aandelen- 
markten) kan 66n rniddelgrote transactie a1 de prijs beinvloeden. 
a  Ook transactiekosten komen niet voor in het basismodel. Leland 
(1985) toont hoe je  de transactiekosten kan inbouwen door de vola- 
tiliteit te corrigeren, als tenminste het indeltken met een vaste 
frekwentie gebeurt. Edirisinghe, Naik en Uppal (1993) berekenen 
grenzen op optieprijzen in een binomiaal model met kosten. 
V.  UITBREIDINGEN 
Zoals net gesuggereerd werd, kan het model uitgebreid worden om 
rekening te houden met meerdere bronnen van onzekerheid dan al- 
leen de richting van de veranderingen in de wisselkoers -  met name, 
de variantie per deelperiode, en de rentevoeten. Dergelijke uitbrei- 
dingcn zijn te ambitieus voor een bescheiden tekst als deze; we be- 
perken ons tot uitbreidingen binnen eel1 eh-factormodel: meer-pe- 
rioden-opties, power calls en puts, opties op futures en op aandelen, 
en Amerikaanse en Bermuda-opties. 
De oplossing van het twee-periodeprobleem is gemakkelijk veralge- 
meend. Stel bevoorbeeld dat je een drie-periode-optie moet waarde- 
ren. Er zijn dan vier mogelijke slotkoersen, en vier overeenkomstige 
callprijzen. Elk van de drie paren van naast elkaar gelegen slotwaar- 
des kan vertaald worden naar een velwachte optieprijs 66n periode 
vroeger, en levert dus, na disconteren, de optieprijs in elk van de drie 
mogelijke ltnooppunten op tijdstip 2. Die drie mogelijke callprijzen 
leveren dan twee mogelijk callprijzen op ogenblik 2, en die laatste twee 
leiden tot de optieprijs op ogenblik 0. Figuur 7 illustreert dit in de ons bekende boom met r = 5%/periode en q = 0.6, voor een call met uit- 
oefenprijs 100. In deze boom staan, in elk knooppunt, de wisselkoer- 
sen aangegeven, met daaronder, in vetjes, de call-prijzen. 
FIGUUR 7 
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Stap 1: optieprijzen 
op tijdstip 2 
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Stap 2 en 3: prijzen op 
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B. Andere Europese opties 
Tot nu toe hadden we het alleen over Europese calls. De  logica is ech- 
ter perfect overdraagbaar naar andere Europese opties, zoals puts, 
of  power-opties, of opties op futures. 
Eenpower-call is een call die een slotwaarde heeft gelijk aan een 
bepaalde macht van een gewone call. Figuul- 8 toont de slotwaarde 
van een kwadratische call in de ons bekende twee-periode-boom. Af- 
gezien van de nieuwe slotwaardes, wordt de optieprijs wordt bepaald 
net zoals bij een gewone call: bereken in elk knooppunt het gewogen 
gemiddelde van de twee volgende optie-waardes, en disconteer; ell 
blijf verdcl-  werken tot je op ogenblik 0 koint: 
callwaarde ( S, = 110 )  = 
676 X  0.60 t 16 X 0.4 
1.05 
=  392.4,  (27a) 
16 X  0.60 + 0 X 0.4 
callwaarde ( S, = 90 )  =  1.05 
=  9,14, 
392.4 X 0.60 t 9.14 X 0.4  =  239.1 .  (27c) 
callwaarde ( S,  = l00 )  =  1.05 wisselkoers 
26  X 26  = 676 
Het is duideiijk dat power-opties veel spekulatiever zijn dan gewo- 
ne opties. Maystadt heeft om die reden power-opties gebruikt in een 
poging om zich uit zijn swap-wespennest te gokken. 
De procedure om een put, of een power-put, te waarderen is ana- 
loog: je vertrekt van de slotwaardes van het instrument dat je wil waar- 
deren, maar dan werk je  terug naar ogenbiik 0 toe, net zoals bij de 
call. Figuur 9 geeft een voorbeeld voor een gewone Europese put inet 
X=  100, alle overige parameters zoals voorheen. De putprijzen wor- 
den berelcend ais volgt: 
1111  de grafiek worden, onder elk van deze opticprijzen, ook de cor- 
responderende intrinsieke waardes weergegeven, dwz. de waarde van 
onmiddellijke uitoefening. Deze zullei~  nuttig blijken bij het waarde- 
re11 van Arnerikaanse opties. Excl~iii~ye  rate  Eur-opeilr~  Put wit11  X=lOO 
/  121  ,381 
0 
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Een call-optie op cen fut~~rescontract,  tenslotte, heeft als uitoefe- 
ningswaarde het verschil tussen de futuresprijs en de uitoefenings- 
prijs (indien uitgeoefend, dwz. als het verschil positief  is). Een put- 
optie op eexl futurescontract, heeft als uitoefeningswaarde het ver- 
schil tussen de uitoefeningsprijs en de futuresprijs (indien uitgeoe- 
fend, dwz. als het verschil positief is). Je moet dus een boom voor fu- 
turesprijzen berekenen uit de boom voor kontantkoersen"  4211  verder 
werken als voorheen. 
Hct kenmerk dat Arnerikaanse opties ondcrscheidt van Europese is 
clat Anlerikaanse opties ook op elk tussenliggend ogenblili kunnen uit- 
geoefend worden. De waal-dering is dus iets ingewikkelder, omdat je 
in elk knooppunt moet ilagaan wat de beste beslissing is -  onmiddel- 
lijk uitoefencn, of wachten. In de praktijk betekent dit dat er 6th  Iijn 
aan je computerprogramma moet toegevoegd worden. De proced~are 
wordt biel-onder geilluslreerd voor bet put-vooi-beeld in Figuur 9. 
Bekijk eerst het knooppunt met S,  =  110. Bij die kocrs kan het niet 
rationeel zijn om onmicldellijk een verkooprecht te lichteil met uit- 
oefeningsprijs 100; de intrinsieke waarde van de optie is dan ook nul, 
en de gchele inarktwaarde van de put is dan gebaseerd op de moge- 
lijlie uitoefening op ogenblik 2. De huidige waarde, in knooppunt 
S,= 110, van eventuele Iatere uitoefeningswillstel~  llebben we a1 be- 
rekend in (28a), en bedraagt 0.381. De  Amerikaanse optie is dus 0.381 
waard wanneer S1  gelijk is aan 110, nct zoals dc Europese. 
De zaken liggen anders in knooppunt S,  =  90. Onmiddellijke uit- 
oefening levert je  dail 10 op (de ii-itrinsieke waarde, of  oolc nog dc 
waarde dood), wat niet a priori te verwerpen is. Als je  daarentegen 
een periode wacht, dan realiseer je misschien 19,  lnaar misschien ook 1. De logische malzier om dit alternatievell te beoordelen is de hui- 
dige waarde te berekenen van de onzekere opbrengst van latere uit- 
oefening -  de waarde levend. Dit is a1 gebeurd in vergelijking (28b), 
en levert eel1 marktwaarde levelzrl op van 7,81. De keuze is nu duide- 
lijk: ofwel wachten we, en dan bezitten we een optie met waarde 7.81; 
ofwel oefenen we nu uit, wat 10 oplevert. We  kiezen dus onmiddel- 
lijke uitoefening. De marktwaarde van een A~nerikaanse  optie in knoop- 
punt S,=90 is dus 10, niet 7.81 zoals voor de ~uropese". 
Dit heeft dan repercussies op de pi-ijs op ogenblik 0. We berelte- 
nen weer de prijs lrvevld en de waarde dood: 
(0.6x0.381) t (0.4~10) 
Ameriltaanse put  levend (S, = 100) =  1.05 
= 4.03, (29a) 
Amerikaanse put  dood (S,=100)  = 0,  (29b) 
Marktprijs Amerikaanse put  (S,=100) = 4.03.  (29~) 
FIGUUR 10 
Voor het waarderen van Amerikaanse opties gaat men, kortom, in 
elk knooppunt nog stecds de waarde leverzd bereltenen uit de twee 
daaropvolgcnde optie-waardzn. Het ilieuwe element is dat de markt- 
waarde het lnaximum is van de waarden levend en dood, eerder dan 
(zoals bij Europese opties) a priori gelijk aan de waarde levend. 
Een Bermuda-optie ligt ergens tussen de Amei-ikaanse en Euro- 
pese in, en  kan uitgeoefend worden op een beperkt aantal tijdstippen 
eerder dan permanent (Amerikaans) of slechts op 6611  ogenblilt (Eu- 
ropees). De waardering gebeurt weer door op elke tussenliggende ver- 
valdag een vergelijking te maken tussen de waarden levend en dood, 
en de marktwaarde geiijk te stelien aan de grootste van de twee. A1 het voorgaande had betrekking op  valuta-opties. De return op een 
belegging in vreemde munt bestaat dan uit twee componenten, de 
koersverandering en de buitenlandse rente. Bij aandelen daarente- 
gen zijn de twee componenten de koersverandering en de dividen- 
den. Dividenden nemen dus ongeveer de rol over van de buitenland- 
se rente, met als complicaties dat (a) dividenden, in tegenstelling tot 
interestvoeten, doorgaans niet lang op voorhand vastgelegd worden, 
en (b) het uitbetalen van een dividend de aandelenkoers doet zakken 
terwijl het uitbetalen van interest geen impact heeft op een wissel- 
koers. 
We bekijlten vier gevallen, die alle uitgaan van vereenvoudigende 
veronderstellingen over het dividend of de dividenden die zullen uit- 
betaald worden binnen de looptijd van de optie. Geen van die ver- 
eenvoudigingen (behalve, in sommige omstandigheden, het model 
zonder dividend) is echt realistisch; bij de toepassing ervan is het dus 
nodig in gedachten te houden dat het inbrengen van dividenden nog 
een bijkomende natte-vinger-veronderstelling vereist. 
1. Aandeien zonder dividenden 
De vertaling van de prijstheorie voor valuta-opties naar aandelenop- 
ties is eenvoudig als er met zekerheid geen dividend uitbetaald wordt 
tijdens de looptijd van de optie. In dat geval bestaat de hele aande- 
lenseturn uit de  koersverandering -  net als bij een vreemde munt met 
zero rente. Het volstaat dus om, in het voorgaande, de buitenlandse 
rente ri gelijk te stellen aan nu1 oin een theorie te krijgen over aan- 
delen zonder dividenden. Meer in het bijzonder ga je  zi en rl baseren 
op de totale return -  (inclusief dividenden, als jc gegevens uit l~ct  ver- 
leden gebruikt), en q vaststellen als 
2.  Aandelen met 66n dividend, geltend als een 
absoluut bedrag 
Als het aandeel, binnen de looptijd van de optic, kin dividend uitbe- 
taalt waarvan het bedrag op voorhand gekend is, dan bouw je een bi- 
nomiale boom waarin, op de ex-dividend-dag, de prijzen zakken Inet het dividend (na RY  in Belgie). Dit wordt uitgetekend in Figuur 11, 
waar in periode 1 een dividend van netto 5 frank uitbetaald wordt. 
Be~nerk  dat, in dit model, de koers na "op - neer" niet meer dezelfde 
is als de koers na "neer - op" -  dit in tegenstelling tot het basismodel, 
waar het pad "neer - op" rekombineert met het pad "op - neer". Dit 
niet-rekombineren ko111t  olndat er nu, ongeacht de prijs op tijdstip 1, 
een gekend beclmg van dc prijs afgaat. Als de boom langer ~vordt  en 
het dividend uitbetaald wordt vlali na periode NI, dan heb je in zo'n 
model dus N,  + 1  verschillende deelbomen nodig om de rest van de 
prijsevolutie uit te tekenen. Dit vertraagt behoorlijk de waardering 
van de sptie. 
FIGUUR l1 
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Bij een Amerikaanse call zonder dividend-bescherming bestaat dik- 
wijls de verleiding on  vlak v661- dc ex-dag uit te oefenen, en voor de 
Amerikaanse put zonder dividend-bescherming is het analoog vaak 
nuttig om vlak nB  de ex-dag uit te oefenen. Bit zijn de lteuzen die we 
moeten i~lbouwen  in de biilomiale waarderi~lgsprocedure  model. In 
Figuur 11 gevcn WC de slotwaardcnvan een call Inet X=94. Neem weer 
aan dat I- = 0.05 en q = 0.50. Een Amerikaanse call-optie wordt dan 
als volgt gewaardeerd: 
i)  je oefent onmiddellijk uit als, op tijdstip 1,  de prijs naar 110 (cum) 
gaat -  aannemende dat de optic tegen dan nog niet gelicht is: 
21.5~0.501-0.5x0.50 
waarde le\,encE  (S, = 110)  =  1.05  10.476.  (31a) 
waarde dood (S,  =110)=110 -  94=16 > 10.476 +  marktwaarde (§,=110)=16. 
(31b) ii)  de optie is daarentegen waardeloos als op tijdstip 1 de prijs naar 
90 gaat: 
waarde le1,enti (S,  =90) = 0  (31c) 
waarde dood (S1=90)  = 0  marlitwaarde (S, =90) = 0.  (31d) 
iii)  gegeven het voorgaande is het best urn op ogenblik 0 niet onmid- 
dellijli uit te oefenen: 
16~0.50t0.OxO.50 
waarde levend (S,, = 100)  =  1.05  7.619. 
(31e) 
waarde dood  (Sl=lOO) = 100 -  94  = 6 < 7.619 +  marlttwaarde (§,,=loo)  = 7.619. 
(31f) 
Deze berekeningen illustreren hoe dividenden een goede reden 
ltunnen zijn om vervroegd te oefenen, en hoe vervroegde uitoefening 
typisch (maar niet altijd) net v06r een ex-dag gebeurt. Als er meer- 
dere dividendell zijn, gebeurt eventuele vervroegde lichting typisch 
bij het laatste dividend voor de vervaldag van de optie. 
3. Aandelen met 6611  dividend, gekend als een 
percentage 
Een ander eenvoudig geval bestaat erin dat het aandeel, binnen dc 
looptijd van de optie, 6Cn dividend uitbetaalt waaivan het bedrag be- 
paald is als een gekendpercentage van de cum-koers van die dag. Het 
is niet a priori duidelijk of dit realistischer is dan het vorige geval, maar 
het maakt de binomiale boom we1 veel eenvoudiger, en de bereke- 
ningen overeenkornstig meller. Figuur toont een twee-pcriode-boom 
als list dividend 5% is van dc cum-prijs op ogcnblik 1.  De prijs na "op 
- neer" re-kombineert nu terug met de prijs na "neer - op", wat het 
uitzetten van de boom vereenvoudigt en versnelt. De waardering van 
een optie is analoog als in het vorige geval. 
Voor Euvopese opties bestaat er nog eel1 eeilvoudiger oplossing: (a) 
verlaag gewoon de initiele prijs (100) met het dividcndpercentage 
(dwz. 100 X (1-0.05)=95), om de huidige waarde van het ex-dividend- 
aa~ldeel  te berekenen; en (b) bereken dan een gewone boom, vertrek- 
kende vanuit die verlaagde prijs, zoals aangegeveii in de rechrerhelfl van de grafiek. Dit genereert de  juiste verdeling van slotkoersen, wat 
voldoende is om Europese opties te waarderen. 
FIGUUR 12 
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Beide benaderingen, het "gekende bedrag" en "gekende pel-centa- 
ge" model, ltunnen gemakkelijk uitgebreid worden tot situaties waar 
op meerdere (gekende) data dividenden uitbetaald worden tijdens de 
looptijd van de optie. Het is sterk aan te bevelen te zorgen dat de ex- 
dagen (en vooral de eerste ex-dag) exact samenvallen met "tijdstip- 
pen" in de boom, en dat op de eerste ex-dag de boom reeds een rui- 
me waaier prijzen bevat. De parameters u en d, en q,  blijven bepaald 
zoals in het model zonder dividend omdat het dividend expliciet als 
correctie in de boom ingebouwd wordt. 
4.  Aandelen met een continu dividend, gekend als 
een percentage 
In de VS betalen aandelen meestal vier dividenden per jaar, en zijn 
de ex-dagen niet erg homogeen over de bedrijven heen. De dividen- 
denstroom op een sterk gediversifieerde portefeuille aandelen wordt 
dan oolt vrijwel continu. Voor opties op een aandelenindex gaat men 
dan ook vaak verondersielle~z  dat, na elke periode, een vast percen- 
tage uitbetaald wordt. 
Dit brengt ons in de buurt van valuta-opties, waar ook continu ren- 
ie verdiend wordt op  buitenlandse valuta. De enige kronkel is dat een 
buitenlandse rentevoet een percentage is van de ex-prijs -  je krijgt de 
rente bovenop de slotkoers -  terwijl dividend-rendementen meestal 
uitgedrukt worden als een percentage van de cum-pl-ijs. Het omrekc- 
nen van een percentage van de curn-prijs naar een percentage van de 
ex-prijs is echter eenvoudig. Als het dividendperperiode gelijk is aan 6% van S""",  dan is de prijs ex gelijk aan S""'  X  ((1-6), en wordt het 
dividendrendement als fraktie van de exprijs gelijk aan [S""'  X 6]I[Sn"" 
X  (1-6)] =61(1-6).  Het volstaat dan, om in de theorie van valuta-op- 
ties, overal r* gelijk te stellen aan 6/(1-6),  en LL en d te berekenen op 
basis van de beursindex (exclusief dividendrendement). Als je  daar- 
entegen u end  baseert op de totale returns, gebruik je nog steeds (30) 
om q te bepalen. 
VI. BESLUIT 
We hebben gezien hoe je een quasi-onvoorspelbaar proces, zoals een 
vlottende wisselkoers of een aandelenprijs, kan benaderd worden door 
een binomiaal proces. Het simpele kkndimensionale proces neemt aan 
dat de  periode-per-periode onzelterheid constant is over de hele loop- 
tijd -  een verondel-stelling die behoorlijk verkeerd kan uitdraaien - 
en dat ook de rentevoet(en) constant zijn. Andere cruciale veronder- 
stellingen zijn dat de schrijver op elk ogenblik elke verrichting kan 
doen zonder de marktprijzen te be'invloeden en zonder andere kos- 
ten op te lopen. 
Binnen elke deelperiode gaat, in een binomiaal proces, de prijs of- 
we1 omhoog ofwel omlaag, met geltende sprong-groottes. Aangezien 
er op ogenblik ti-1 maar twee mogelijke toestanden zijn, en aange- 
zien twee punten perfect gevat kunnen worden door een rechte lijn, 
kan je  altijd de optieprijs, volgende periode, repliceren met behulp 
van lineaire instrulnenteil zoals bcleggingen of  leningen in de twee 
munten. Nu kan je de kostprijs van elk lineair instrument zonder pro- 
bleem berekenen, en daarom is het eenvoudig de kostprijs van de ge- 
hele seplicerende portcfeuille te vinden. Deze logica wordt periode 
per periode toegepast, beginnend van de slotwaarde van de optie en 
dan achtenvaards werliend tot ogenblijk 0 bereikt wordt, het waarde- 
ringsogenblik. De redenering levert, als bijproduct, ook een dynami- 
sche indelistrategie op, die echter kan mislopen als de veronderstel- 
lingen verkeerd blijken te zijn. Een leuk inzicht, tenslotte is, dat het 
hele model kan ge'interpreteerd worden als gebaseerd op voor risico 
aangepaste velwachtc waarden, waarvoor men de benodigde infor- 
matie vindt in de termijnmarkt. Het model wordt hier voorgesteld aan 
de hand van valuta-calls, maar kan zondcr noemenswaardige proble- 
men uitgebreid worden tot bijvoorbeeld power calls en puts, opties 
op futures en op aandelen, en Amerikaanse en Bermuda-opties. 1. Dc oerbaldag van het tcrnmijncontract  is nict vermclci  izi de notatie F,: allc tcrniiji1co11- 
tracteii gchruikt in dc tckst zijn. bij veroi~derstelling,  contracten boor 6611 pcriode. 
2, Als er cell hetalirig is op ogcnblik 0. dan ia dat cventueel ceri uaarborg cnlol' eeri 
missie. wat iet  helemaal anders is dan eel1 prijs. De prijs zclf is n~il.  De commissic is nu1 
in ecii pei.i'cctc markt: cn de ~vaarboi-g  kost niets oiildat cie reiite crop toevloeit aa11 dc 
klant. 
3. In Sil = -  In  S,. Dus is In S;:,  - 111 S;'  gclijk a211 -  [In S,,,  - In  S,] - dc "up"-\>crai~cle- 
ring vool- cle  ene ~iiunt  \vortlt de "do\\~~~"-veranilei-i~~g  voor dc anclere. c11 o~ugekccrcl. 
1.  Is dc rclite op tnree  jaar bv. 1  (G.  ~;III  kali je  op [wee jaar hcleggen cn dit ZUII~~CI-  ri~ico 
lina~iciereil  mct twee opcenvolgendc 6t.iljarigc Ieningcn aan 3.72 9. 
5. Dcnlc eraun iie I.  altijd ccn rentevoct per bi~iomiale  pcriode voorstclt. niet een pei. iiii- 
iii~iii  intel-c\tvoet.  DC  vraag die hier opgcworpen \vordt is ~\jelkeper  (I~I~ITOI~  iiitere~tvoct 
je olilrekcnt naar hijvoorheeld weekbasis (als je  dc hinomiale pcriode definicert ~11s  ecn 
week). 
6. Bemerk dat niet zozeer het co~istnizt  zijn van u, d, r en r" helangrijk zijn voor dc oplos- 
baarheid van het problccln maar we1 de i~ooi:spelbiiarl~eii/  ervan. Als LI. d, r cn r '. l'luc- 
tuere~i  op eel1 perfect voorspclbare wijzc, kali men nog altijd optieprijzcn berekencn, 
zoals hicrna zal aangeloond worden. 
7. Dc  heschrijving van gamma-hedging late11  we over aaIi andere bronnen - elk standaard- 
werk over opties kan hiervoor raad brengen. 
S. Futuresliosten zijn vrijwel dezelfde als termijnkosten. clus ja  kan cen Suturcsprijs geldig 
op datum t voor levering op datum n bcreke~~e~i  als F,"  = S, [(l +r)!(I  +r":)]"~'.  Dc  11-  en 
d-factoren zullen dus a~iders  zijn dan voor het co~itantkocrs-proces.  De eenvoudigste 
procedure is q te berekcnen uit de  11-  en cl-factoren van het collta~itltoersproces. 
9. De marktwaarde \.a11 een Amerikaanse optie kan nooit Inger ligge~i  dan dc ilitrinsielte 
waarde, zoniet zou je  een arhitragewinst kunnen rcalizeren door te kopen en onmid- 
dellijk uit te oefcncn. In het liclit van dc gedisconteerde waarde van mogelijke latere 
~zitocfeniiig  is er ook geen reclell om de prijs boveii de intrinsielte waarcle te zctteli; al- 
thans in Itiioopp~~nt  S, = 90. Dus is in dat knooppunt de marlttprijs gclijk aan de intrin- 
sieke waardc, de waarde die elk rationeel belegger realizeest door onmiddellijk uit te 
oefenen. 
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